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Введение
Задача численного моделирования нестаци-

онарных электродинамических процессов, вы-
званных, в общем случае, взаимным перемещением 
в пространстве массивных ферромагнтных прово-
дников, расположенных в электромагнитном поле 
непериодических источников возникает, например, 
при проектировании электрических машин, систем 
вихретокового неразрушающего контроля и др. В 
настоящем исследовании предлагаются новые мо-
дифицированные дискретно-полевые модели, осно-
ванные на концепции вторичных источников, таких 
как двойной слой фиктивных магнитных зарядов, 
простой слой электрических зарядов, объёмная 
плотность вихревых токов [1], которые меняются во 
времени по произвольному закону. Преимущества 
метода вторичных источников выражаются в отсут-
ствии необходимости дискретизации области про-
странства, не заполненного веществом, что значи-
тельно снижает трудоёмкость вычислений, особенно 
в случае необходимости учёта в расчётной области 
микроскопических зазоров или дефектов сложной 
конфигурации. 

Как правило, граничные интегральные уравнения 
решается методом коллокаций [2], который, однако 
имеет недостатки, которые не позволяют решить 
задачу, особенной при наличии сложной расчётной 
области. В настоящей работе предложен подход, 
который является альтернативой методу коллокаций 
для численного решения граничных интегральных 
уравнений, и лишён недостатков, присущих методу 
коллокаций.

С использованием разработанной вычисли-
тельной модели и компьютерной программы, реали-
зующей эту модель: 

а) исследовано распределение вихревых токов в 
объёктах контроля для задачи вихретоковой магни-
тооптической дефектоскопии; на основании данного 
исследования в дальнейшем будут получены реко-
мендации по оптимизации конструкции индуктора 
дефектоскопа, 

б) осуществлены оптимизационные расчёты кон-
струкции электрической машины осевого потока 

с безжелезным статором, предложена новая кон-
струкция электрической машины осевого потока 
повышенной энергоэффективности, которая будет 
использована в качестве тягового двигателя лёгких 
колёсных транспортных средств, а также в качестве 
стартер-генератора в гибридных системах энерго-
снабжения беспилотных летательных аппаратов.

Численная модель квазистационарного
электромагнитного поля вблизи проводящих
тел контроля для задач вихретоковой
магнитооптической дефектоскопии
Приведём численную модель квазистационарного 

электромагнитного поля системы проводников, рас-
положенных во внешнем поле первичных источников, 
меняющихся во времени по произвольному закону [3]:
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В (1)–(3) входит: ,k i  – значение искомой поверх-
ностной плотности электрических зарядов на k
-м элементе разбиения поверхности S  прово-

дника в момент времени it  (число элементов раз-

биения поверхности равно SN , число интервалов 
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времени равно TN ); kS  – площадь элемента раз-

биения; PQr  – радиус-вектор, проведённый из точки 

jP S S  в точку kQ S S ; Qn  – внешняя нормаль 

к поверхности в точке Q ; ,m i  – значение искомой 
объёмной плотности токов проводимости (вихревых 
токов) в пределах m -го элемента разбиения объёма 

V  проводника в момент времени it  (число элементов 

разбиения объёма равно VN ); QNr  – расстояние 

между точками kQ S S  и mN V V ; 0 , iQ tA  и 

0 ,k iM tA  – значения векторного потенциала пер-
вичных источников электромагнитного поля в точках 

mQ S S  и kM V V  соответственно, в момент 

времени it ; iq t  – значение полного электриче-

ского заряда проводника в момент времени it . Для 
приведённой вычислительной схемы строится ите-
рационная процедура. Производные, входящие в (1)–
(3) вычисляются численно методом Рунге-Кутты.

На основании разработанной вычислительной 
модели осуществлено моделирование электромаг-
нитного поля в проводнике с дефектом (рис. 1.)

Проводник с дефектом 
в виде тонкой продольной щели

Проводник изготовлен из алюминия толщиной 
0.3мм. Протяжённость щели составляет 14мм, ширина 
щели 40мкм. Проводник помещён в переменной маг-
нитное поле, создаваемое катушкой с током (ток 
периодический с амплитудой 5А). Частота тока при 
расчётах и измерениях выбиралась равной 20кГц и 
60кГц.

На рис. 2 показаны топограммы магнитного поля 
над пластиной с дефектом для частоты 20кГц, по-
лученные расчётным путём (рисунки а и в) и снятые 
экспериментально методом магнитооптической ин-
троскопии [4] (рисунки б и г).

Приведённые на рис.2 результаты соответствуют 
двум различным фазам тока индуктора. Случаи а) и 
б) фаза тока соответствуют минимальному значению 
тока (–5А), случаи в) и г) – максимальному (+5А). Ин-
версия магнитооптических образов зависит от на-
правления поля и объясняется эффектом Фарадея. 
Наличие всплесков поля над проводящим образцом 
объясняется увеличением плотности вихревых токов 
вблизи границ между средами. 

а) 

б) 

в)  

г)  
 Топограммы магнитного поля и 

магнитооптические образы.

На рис.3 показано распределение вихревых 
токов в поперечном сечении проводника (сечение 
проведено плоскостью, проходящей через отрезок 
L, показанный на рис.1) в момент времени, соответ-
ствующий току индуктора –5А.

Как видно из рис.3, наличие дефекта в проводнике 
приводит к разрыву плотности вихревых токов. В 
случае отсутствия дефекта плотность вихревых токов 
в координате 0x  была бы равна нулю. Всплеск 
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плотности тока в области проводника, прилегающей 
к дефекту, обуславливает экстремум магнитного 
поля над дефектом, благодаря чему наблюдается 
контрастная картина магнитооптического образа.

 Распределение плотности вихревых токов в 
сечении проводника с дефектом

Отметим, что наличие в расчётной области ми-
кроскопического дефекта, незаполненного веще-
ством, приводит, как видно из результатов, к значи-
тельному градиенту поля в данной области, в связи 
с этим, расчёт поля в указанной области требует 
значительных вычислительных ресурсов. На рис.4 
показаны графики сходимости предложенного в 
проекте численного метода, описываемого проце-
дурой (1)–(3), и классического метода коллокаций от 
числа разбиений поверхностей проводника.

 Сходимость предложенного метода 
(синий график) и классического метода коллокаций 
(красный график) от числа разбиений поверхностей 

проводника

Из графиков рис.4 видно, что классический метод 
коллокаций не позволяет получить решение задачи 
при приемлемом числе разбиений.

Приведём численную модель трёхмерного маг-
нитного поля магнитных систем, основанную на мо-

дификации метода двойного слоя фиктивных маг-
нитных зарядов.

Двойной слой магнитных зарядов представляет 
собой распределённые вдоль границы ферромаг-
нитных сред слои разноимённых магнитных зарядов, 
и бесконечно близко прилегающие к этой границе.

Классическое граничное интегральное урав-
нение относительно искомой плотности двойного 
слоя фиктивных магнитных зарядов имеет сле-
дующий вид [5]:

0 0
03

0 0

,1 2
2

P PQ
P

PQS

n r
Q P dS Q

r
, 

(4)

где Q  – плотность двойного слоя в точке Q S
; S  – граница между средами (в данном случае 
между ферромагнетиком и пустотой);  – магнитная 

проницаемость ферромагнитной среды; PQr  – ради-

ус-вектор, проведённый из точки P S  в точку Q S ; 

0 Q  – скалярный магнитный потенциал первичных 
источников поля.

Как известно скалярный магнитный потенциал 
является функцией неоднозначной, и для её вычис-
ления необходимо вводить в область условные не-
проницаемые перегородки [5]. Процедура введения 
непроницаемых перегородок практически не под-
даётся автоматизации, поэтому пользователь метода, 
наряду с заданием геометрии расчётной области, 
расположением источников первичного магнитного 
поля, заданием свойств материалов, входящих в об-
ласть, вынужден также задавать условные непрони-
цаемые перегородки. Как следствие, стандартный 
метод двойного слоя не применим на практике.

Ниже приведена новая модифицированная вы-
числительная модель для метода двойного слоя, 
лишённая перечисленных недостатков, присущих 
классическому методу двойного слоя.
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В (5) 0B Q  – индукция магнитного поля свободных 
источников в точках поверхности ферромагнетика.

Обозначения, введённые в (5) понятны из рис. 5.
Рассмотрим электрическую машину осевого 

потока с безжелезным статором [6–9]. Ротор такой 
машины представляет собой два ферромагнитных 
диска с постоянными магнитами. Статор пред-
ставляет собой совокупность медных катушек, со-
единённых между собой в трёхфазную электри-
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ческую схему, и залитых эпоксидным компаундом. 
Электрическая машина номинальной мощности 2кВт 
была изготовлена и испытана на стенде. С исполь-
зованием разработанной вычислительной модели 
(5) проведено моделирование магнитного поля 
машины осевого потока, расчётным и эксперимен-
тальным путём получены интегральные характери-
стики машины, такие как вращающий момент и про-
тиво-ЭДС. 

 К выводу СЛАУ для двойного слоя

Приведём сопоставление результатов модели-
рования с экспериментом. На рис.6 показаны ха-
рактеристика холостого тока машины, а также за-
висимость вращающего момента от тока в обмотке. 
Точками отмечены величины, полученные экспери-
ментально, сплошными линиями — полученные рас-
чётным путём.

Интегральные характеристики, такие как дей-
ствующее значение ЭДС или среднее значение 
вращающего момента (рис.6) отличаются от экспе-
риментально измеренных не более чем на 3,1%.

Характеристика холостого хода (а) 
и электромеханическая характеристика (б)

С использованием разработанной математи-
ческой модели спроектирована новая конструкция 
машины осевого потока, особенностью которой яв-
ляется неравномерный вдоль радиуса немагнитный 
зазор. Такое решение позволяет обеспечить макси-
мально плотное заполнение статора медью, а также, 
существенно (на 25%) увеличить магнитный поток в 
зазоре электрической машины. Предложенная кон-
струкция машины осевого потока может быть исполь-
зована в электротранспорте, в качестве тягового 

двигателя, встроенного в колесо транспортного 
средства, или в качестве стартер-генератора для 
систем гибридного энергоснабжения беспилотных 
летательных аппаратов.

С использованием численной модели (5) для пред-
ложенной конструкции машины осевого потока был 
спроектирован (но пока не изготовлен) тяговый дви-
гатель для привода мотор-колеса электросамоката. 
Особенностью предложенного двигателя является 
его работа на более низком напряжении и, в тоже 
время, на более высоком токе, поскольку импеданс 
обмотки такого двигателя на порядок ниже двигателя 
традиционной конструкции. В таблице 1 приведены 
сравнительные характеристики двигателя традици-
онной конструкции от электросамоката Halten RS-03 
и двигателя предложенной конструкции.

Таблица 1 
Сравнение характеристик двигателей

Параметр HALTEN RS-03 Предлагаемая 
модель

Номинальная мощ-
ность, Вт

1200 525 (в пике до 
1575Вт)

Напряжение АКБ, В 60 14,4
Ёмкость АКБ, Ач 24 67
Вращающий 
момент, Нм

8 / 11,5 5 (∞) / 14,5 (до 5 
сек)

Номинальная ско-
рость, об/мин

1000 1000 (5000 у дви-
гателя)

Число полюсов 30 8
Импеданс на но-
минальной ча-
стоте, мОм

550 55

Фазное сопротив-
ление, мОм

65 18

Индуктивность, 
мкГн

350 25

Масса постоянных 
магнитов, г

335 335

Масса медной 
обмотки, г

400 150

Масса статора, г 1750 300

Электрическая машина предложенной кон-
струкции имеет существенно более высокую номи-
нальную скорость, но меньший продолжительный 
вращающий момент. Поэтому такой двигатель пред-
лагается эксплуатировать в комбинации с пла-
нетарным редуктором (коэффициент редукции 1:5). 
Значения моментов, указанные в таблице 1, отно-
сятся к выходному моменту редуктора. Ожидается, 
что коэффициент полезного двигателя редукторного 
привода на основе предложенной электрической 
машины не будет ниже 82%, что не хожу привода мо-
тор-колеса стандартной конструкции. По остальным 
параметрам ожидается существенное преиму-
щество (масса, продолжительность хода и др.).

В проекте предложены оригинальные математи-
ческие модели, позволяющие учитывать трёхмер-
ность распределения магнитного поля, вихревые 
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токи в проводниках, содержащих микроскопические 
дефекты. В дальнейшем планируется объединить 
численные модели (1)–(3) и (5) для решения задач 
на вихревые токи с учётом ферромагнитных прово-
дников, находящихся во взаимном перемещении в 
пространстве.

Разработанные численные модели, и их про-
граммная реализация, прошли стадию верификацию 
на экспериментальных моделях. С применением 
данных моделей спроектированы новые устройства, 
которые в ближайшее время планируется также из-
готовить.

По материалам проекта опубликовано 8 на-
учных работ (в том числе 2 в резецируемых изданиях, 
входящих в б.д. Scopus и Web of Science), одна пу-
бликация находится на стадии рецензирования, 
подготовлена заявка на полезную модель. Проект 
представлен на конкурс УМНИК 2019г. Фонда содей-
ствия инновациям по теме «Электрические машины 
осевого потока повышенной энергоэффектив-
ности для лёгкого наземного и воздушного элек-
тротранспорта» и успешно прошёл стадию полу-
финала. По текущим результатам получен Диплом 
I степени в конкурсе среди студентов старших 
курсов в секции «8 – Магнетизм» за доклад «При-
менение интегро-дифференциальных уравнений к 
моделированию электромагнитного поля вихревых 
токов» на конференции ВНКСФ-25, а также диплом I 
степени в номинации «Физико-технические науки и 
технологии» на конкурсе ВИК 2019. Проект удостоен 
премии Государственного Совета Республики Крым 
«За научные достижения в сфере приоритетных на-
правлений развития Республики Крым» в номинации 
«Технические науки» в 2020 году. Исследование вы-
полнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках 
научного проекта № 20-08-00962. 
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